Diffraction

La diffraction est le phénomene observé lorsque la lumigwaufie onde quelconque) est
diaphragmée par une ouverture dont la taille ne peut plescétmsidérée comme infiniment grande
vis-a-vis de la longueur d’onde. En particulier une ondeurgusement plane, c’est-a-dire de direction
de propagation parfaitement fixée de longueur d’ohg@ssant dans un diaphragme d’extension d dans
une direction donnée, subi une diffraction angulaire dati®alirection de I'ordre de grandeur de :

_A
04 = q
1 Principe de Huygens-Fresnel
« Huygens (1678) : La lumiere se propage de proche en proclagju@helément de surface atteint

par elle se comporte comme une source secondaire qui émendelettes sphériques dont

I'amplitude est proportionnelle a cet élément
» Fresnel (1818) L’amplitude complexe de la vibration lunise en un point est la somme des

amplitudes complexes des vibrations produites par toegesdurces secondaires.

2 Diffraction a l'infini ( Fraunhofer)

Traduisons ce principe dans le cas suivant :

Considérons une onde plane monochromatijuse dirigeant selon Oz. Soit un écran situé dans le
planx = 0, dans lequel est percé un diaphragme cent@(@n0, 0, limitant I'étendue spatiale de
I'onde. On cherche a déterminer 'amplitude de I'onde difée dans une direction caractérisée par le
vecteur unitairél correspondant en pratique a une déviation faible par rapdardirection incidente
U, = (0,0,1).

(on peut remplacer commeétdhbitude 1observation &’infini par un”écran éloign& ou mieux par
le plan focal image dine lentille ou encore par un viseur réglé suirfini !')

On caractérise cette direction par ses composantes egmési (cosinus directeurs) :

U= (a,B,7) avecy =~ 1
L'amplitude complexe de I'onde diffractée dans la direafibest la somme étendue a tout le
diaphragme des amplitiudes élémentaires :

a(t) = [da=K [exgip)dSm)

« d9M) est un élément de surface du diaphragme, centré en M
« ¢ estle déphasage entre I'onde recue ( a l'infini...) dep8iW) et 'onde de référence associée au
centre O du diaphragme :

. _—)—) _—) 2
o =p(MT) =OMk(U) = OM.T”U

Selon les conventions sur la phasemk onde planeon trouve parfois un changement de sig@e
signe est sans aucune importance sinténsité finalement observée
« Il est précisé dans le programme de la classe que tous les®@enie surface constituent des
sources cohérentes de méme amplitude, le facteur K camsiitioc une simple constante de
normalisation. Si I'on veut se référer a 'amplitude obserdans la direction non déviée on peut
poser :

Y
K_S

« En pratique le calcul de I'intégrale dépendra de la formeipegdu diaphragme
3 Diffraction par une ouverture rectangulaire
Considérons un diaphragme rectangulaire d’extension :

_@ cyxcq@_b oy b

2 2’ 2 2
SoitdgM) = dxx dy centré erM(X,y)
On obtient :

. +a/2 . .
a(?) = ijexp{lz—f x (Xat +yﬁ)]dxdy= KI_wz eXF{IZTﬂ x Xa]dxjexp{lzT” x yﬁ]dy
_ sin(raa/A) ] [ sin(zbp/1) } B . ag . b
_Kx[a raali || P appia | T B x SINAST) xsind )
Ou I'on a introduit la fonction sinus cardinal :
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sindp) = —sir;gzxpp)

qui s'annule pour toute valeur entiere de son argument,asbaoiffigine sing0) = 1

La notationp n’a pas été choisie par hasard, puisqu’il s’agit bien ichddudre d’interférence
analogue a celui que I'on a défini dans I'étude des fentesaley.

L’intensité observée étant simplement proportionnelleawé module de 'amplitude complexe

(réelleici),on a:
I(a, B) = lo X sincz(%) x sincz(bTﬁ)
Tracons le graphe de | dans le cas précis d’'une fente allsejée x :
3 _60; b _ 30 soit & -2

p) A b
It = (Sirg80xa) )Zx ( sins(gozﬁ) )2
Xa X

D202

Sur le schéma,x remplacent respectivemeants
On constate que I'onde est plus diffractée dans la dire¢&boite” de la fente.
Pour une fente tres fine dans une direction ( cf fentes de Yodéseau de diffraction ) la diffraction
n’est sensible que dans cette direction
On peut alors se contenter d’'une étude plane, dans le plaemdiculaire & la longueur des fentes.
Ainsi pour une fente infiniment longue selon Ox et de largeselon Oy éclairée par une onde
plane incidente selon Oz, on peut introduire simplememniglfad de la direction d’'observation avec la
direction incidente.
De maniere analogue a I'étude de I'interférence par legfedé Young, on introduit I'ordre
d’interférence associée aux déphasage entre les deuxdmtddente :
_exsin(6)
B A
L'intensité observée sera de la forme :

1) = 1 x SING(P) = o x [Sinén—x?p)}z

Le premier zéro de diffraction sera caractériséar 1 soit une différence de marche= 1 entre
les "sources secondaires extrémes”
4 Diffraction par une ouverture circulaire
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Quoique ce cas soit hors programme il peut toujours étre psépen applicationcf Banque PT
2008B...)

Les notations proposées dans cet énoncé sont sensibleetiestadloptées dans ce cours

On cnsidére cette fois un diaphragme circulaire de rayondcetitre O dans le plan Oxy. L’'onde
incidente se propageant selon Oz. On considére la diffractans la direction :

U= (a,B,7) avecy 1, =0,a < 1

L'intégration des amplitudes élémentaires se faisant sarauverture circulaire MAIS avec un
découpage cartésien, il faut étre vigilant sur les bornesétjration :

a(t) = K”exp{izT” X (xa+yﬁ)}dxdy

- K[ i 2 xalan [T
_ —JR?x

= 2K x [Ii: VR? —x? x exp(i% x Xa)dx:|

Il n’est évidemment pas demandé de calculer cette intédPadeisons qu’une variable sans

dy

dimension s'impose, soit :
X
Xt =45
R
L’intégrale, sur cette nouvelle variable devient :

1
a(d) = 2kr2 [ J1-x*2 x expim x x*)dx* avec m= 2%y Ry
1 A

On constate que selon Oz ( déviation nudles 0 -~ m = 0) on retrouve I'expression de K :

+1
a0 = 2KR2 [ JT-xZdx' = KR2x L ~ K= B - %
1 2 mR2 S
En décomposant I'exponentielle complexe en sin et cos, ahggeomposer l'intégrale en deux
termes, l'intégration du terme "impair” donnant zéro, l'alitude totale est donnée par :

a

A

L’anlayse mathématique montre que cette amplitude esttdimeent liee a la fonction de Bessel du
premier ordrel;(m), notéeBessel(l,m)

u 1
ao> =a*(m) = %r J1-x*2 x cogmx x*)dx* avec m= 2%y Ry
0

amplitude diffractée par une ouverture circulaire
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On constate que le premier zéro de diffraction se situe er3i3.. comme donné dans I'énoncé
cité.
Cette valeur est importante car elle correspond a la limoitatu pouvoir séparateur d’'une lunette
en raison de la diffraction par I'objectif. Calculons le garétren associé a ce premier zéro :
_ Mo A _ A
Oo = 27[ X R 0,61)( R
A.N.: pour R = 10cm; A = 0,6umon trouvea, = 3,66.10°rd (< 1)
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D’apres le critére proposé ( Critéere de Rayleigh ) il s’agita limite de séparation angulaire
imposée par la diffraction :
0o = em = 3,66.10°rd = 0, 75"
Dans le plan focal d’'un objectif de focale f, on obtient ungasétion linéaire :

5m=fxsm=0,61xlx%=1,22></le,1

Oy = % = %ouverture numerique de I'objectif

Pour un objectif de focalef 60 cm , on obtient O, = 3;6m = 2,2um

Visualisation du critére de Rayleigh

Tragons le graphe d’intensité associées a deux étoilegustes séparées.

Il faut sommer les intensités ( sources incohérentes) cacHés des amplitudes avec un décalage
Am = 3,83

limite de Rayleigh, ouverture circulaire

1 -

5 Réseau de diffraction

Un réseau est constitué d’'un nombre N élevé de fentes ddinées identiques, paralléles et
équidistantes. Soient e la largeur de chaque fente , a Endistentre fentes successives et donc
L = N x e Valeurs typiques :

e=0,8um;a=2um;L =20mm = N = 10000traits.

Soit une onde incidente, plane, monochromatigjue 0, 6 umatteignant ce réseau sous incidence
normale. On étudie la diffraction & I'infini (FraunhofeQus un angl®. Les notations sont
essentiellement les mémes que pour la fente unique vuedadreent.

On constate que dans ces conditions, chaque fente diffexgement la lumiére.

01 = arcsir(%) ~ 49
Les N fentes constituent des sources secondaires corgr8otamons a nouveau leurs amplitudes
complexes, en prenant comme origine la premiere fente :
A — sin(z e sin(8)/A)
—1 resin(@)/1
L'amplitude complexeéd, de la seconde fente differe dguniquement par son argument, puisque,
I'onde, toujours dans la directighsubit une difféerence de marche liée a la translagion

§' =asin) = ¢ = %sin(e) = A, = A, x explio))

Pour I'ensemble des N fentes :

N . .
A= iZl:Ai - S'r;g’éiisr:(”e(z)/{“ X [1+ explio’) + exp(i2g’) + ... + expli(N - 1)¢")]

La série géométrique se calcule classiquement :
. 1-exp(iNg")
1+...+expiiN=1)¢)] = ——————L~
[ FX ( )(P )] 1_ eXF(KD/)
Le carré du module da& donne l'intensité observée :
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B sin(z e sin(9)/) )2 ( sin(Ng'/2) )2
| = Cstex ( mesin(@)/1 8 sin(p'12)

En prenant comme unité d’intensité , celle observée a0 ( déviation nulle, ordre zéro) et en

remplaganty’ par son expression, on trouve :
| ( sin(r e sin(6)/2) )2 y ( sin(Nra sin(0)/1) )2
resin(0)/A N x sin(za sin()/1)

Plus simplement, I'intensité est le produit de deux facteupremier lié a la diffraction par chaque
fente et le second, spécifique au réseau correspondantiatarférence a N sources appébéction
réseauR. En introduisant I'ordre d’interférence p entre deux fergaccessives :

_ & _ asin)
P="72 =712
la fonction réseau s’écrit :
_ M)z
R(p) = ( Nsin(zp)

Cette fonction est périodique (période unité) elle est maike ( valeur 1) pour toute valeur entiére
de p. Elle présente des pics d’autant plus étroits au vagsida p entier que N est élevé. Le pic
principal d’'interférence s’annule en effet pque K + 1/N(K entier).

Exercices:

« Montrer que I'on retrouve la loi d’'intensité des trous de Yigypour N= 2
« Calculer la valeur approchée de R(p) au niveau du premieimar secondaire
Rép : R~ (%)2 ~ 0,045
Aspect de la fonction R(p) pour N10
( sin(10r x p) )2
10 x sin(zp)

0.2 0.4 %.6 0.8 1 1.2

Résumé
Dans un réseau de diffraction on distingue trois longuearaatéristiques :

« Lalargeue de chaque fente diffractante qui détermine I'extensioradégjion
observable : demi-largeur du pic principal de diffracttan= arcsir(1/e)

« Ladistanceaentre fentes qui détermine I'orientation des différeartdres de diffraction :

sin(@,) = p4

« Lalargeur totale du résedau~ Naqui détermine la demi-largeur des pics principaux d’irdezhce

et le pouvoir séparateur du réseau :

00 = arcsinA/L) ~ AIL
Pouvoir de résolution du réseau

Ce dernier angléf détermine le pouvoir de résolution du réseau.On admet ehafe si deux
raies spectrales présentent leurs pics de diffraction @idences angulaires supérieureé®&lles sont
visibles séparémentritére de Rayleigh). On illustre ce cas limite, tel que le maximum du pic de
diffraction d’'une raie se trouve exactement au niveau dm@ezeéro de diffraction de I'autre raie.
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A.N.: Considérons le réseau défini initialemeat= 0,8um; a =
2 um; L = 20mm = N =~ 10000 traits.

On observe une raie spectradle= 0,589umdans le second ordie = 2)

D’apres sif§f) = Ap/a, on calcule 9(p = 2) = 36,086

Soit une raie voising' = 1 + 1, dans la méme direction son ordre d'interférence seradégent
différent , en utilisant la différentielle logarithmique :

_ 8L __9p
Ap/a = Cste= T T

D’apres le critere de Rayleigh orvgiim -1/N (variation de p correspondant au premier zéro du pic
de diffraction). On en déduit [pouvoir de résolution du réseau

— L e L — . " = N =
R= 37~ op Np; AN. : R=20000;61 = 0,03nm
Angulairement, le pic de diffraction pour est situé e’ = 36,08818
L’écart angulaire est trés faible, par le calcul différeh{cette foigp = 2 = Cste
cog0)50 = 252 ~ 50 = 3,7.105rad = 8"
Remarquons que pour atteindre réellement cette limitefffaction, il faut travailler avec une
fente source de spectroscope trés fine : soit un collimatenstitué d’'une lentille de
focalef = 300mm on calcule une largeur maximale de fente source égéflexd = 11 um!
Minimum de déviation du réseau
La formule fondamentale du réseau, reliant la directiobgévatiord a I'ordre p pour une onde.
sous incidence normale est :
sin(fp) = p%
SiI'angle d’incidenceé; n’est plus nul, on généralise facilement cette formule :
sin(@,) — sin(f1) = p%
En remplagant, par souci de symétrie la notatdppar6, (direction d’émergence).
Les angle®;et6, étant mesurés algébriquement, la déviation vaut :
D=60,-0,
Faisons varief;et suivons le faisceau diffracté ( p&he varient pas ), en différengiant :
COS(Qz)sz - 005(91)d91 =0
Or au minimum de déviation on a:
dD=0=> d@z = d@l = COK@z) = COK@]_)
Si I'on rejette la solutiord, = 01(pas de déviation, ordre zéro sans intérét ) , on trouve :

0 = 01 = D = 205 = 2 x arcsir(g—i)

Une mesure de minimum de déviation permet une mesure aldeloagueur d’onde.

A.N.: avec le réseau défini précédemment on mesure pouraimerangée du sodium
D = 3417 +1'. Dans quel ordre s’est fait I'observation, calculer la loegr d’'onde et I'incertitude
attachée a la précision angulaire.

Rép..p=2;A =0,58947um+ 3.10* um
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