Banque PT 2007 A

1 Analogies électrigues et magnétiques

1.1 Champs créés par un cylindre

1.1.1. Electrostatique
Cylindrecirculaire et de longueutres grande, devant son rayon R, chargéiformément

-

en coord.cykr,0,z) : 6_80 = O;% —0->E-= E/(r)U; et V(r)

Gauss local:

By - 1.0 _ b _ P
r<R- d|V(E)— T(a(rEr)) = &g —>Er = 8—O§+C1
.o C
r >R - div(E) = %(%(ra)) —0-E -2
Attention : traiter rE; = f(r) comme une fonction a intégrer sans dériver le prodiuit

- La direction radiale n’étant pas définieea- 0, onaC; = 0
- E((r) étant continu em = R (pas de charge surfaciqug

C PR _ P R? _ pR® 1
~2 7_,(;2_ 7—’Er— x = (>R

R ~ € €0 2¢o

Potentiel électrique
E(r) = -Grad(V(r)) - dV = —E(r)dr

__P R __pR®
r 2 R - dV— _S_OTT i V(r) = —2—80|n(ﬁ)

Le potentiel pour < Rse calcule selon :

p(R? —1?)
480

vV _ g =L sV -

ar T respectant/(R) = 0

Graphes

"L’allure” des graphes s’obtient en travaillant en varedbtéduites ( de maniere a rendre
cette "allure” indépendante des valeurs numeériques spaes a tel ou tel probleme posé).
Rappelons qu’une variable réduite n’est rien d’autre quapport (sans dimension) entre la
grandeur physique dimensionnée et une valeur caractgmesti

- Coordonnée radiale réduite* = r/ro avecr, = R

- Champ électrique réduit E* = E/E, avec:

Eo = E(R) = g—pog
- Potentiel réduit V* = VIV, avec:

2
V():onro:%%

On remarque que le choix de, W est pas libreil est imposé dimensionnellement par les
choix de E,r, ! Par ailleurs il ne correspond pas a(R)
On obtient alors les expressions plus concises :

OSr*Sl_’E*:r*;V*: 1—2r*2

>1 - E*= ri*;v* = —In(r*)
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On constate qué lisage de variables réduitesonstituant un choix cohérentsuhités ne
modifie pas’lécriture les lois fondamentales

E() =- - g = 2L

dr dr*
En revanchepour I'équation de Poissorl faut étre prudent
pour0<r*<1:AV= —8—’2 or AV = % x A*V*

0o

o AFVE = 2

Le facteur V,/r3 contient en effet les facteurs "dimensionnels” assurastAqiv* soit un
nombre pur.

12141618 22242628

1.1.2. Magnétostatique
Les propriétés de symétrie changeptscalaire~ | vectoriel,§ pseudo-vecteur :

en coord.cykr,9,2) : a—% = 0;% -~ 0- B=ByNUset A = AT,

Les nouvelles équations locales sont :
R_o)t(g) = 1to] (Ampere) ,R_o)t(z) -B

On vérifie immédiatement que ces équations sont semblaldeBe concernark,V en
électrostatique. Elles deviennaerdmplétement identiques en variables réduiteen posant
par analogie:

Eo = ER) = &8 - Bo = BR) = uolo s
. R?
Ao =BoxR= ,UOJZT

En particulier, a I'extérieur du fil cylindrique :

. 2 |
A = —In(r*) > Ay = —Ao x In[%] 5B = A = —uojz% - —‘2“7’1
2 Action d 'un champ extérieur sur le cylindre

2.1 Effet Joule
L’exercice a été entierement traité en cours. On rappe@méins I'expression de la
puissance volumique cédée par le champ a la matiere :
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p=]oE enWm3
ps = yE-E = yE2 puissance Joule volumigye 0)
Le bilan électromagnétique revient a vérifier que le fluxegateur de Poynting entrant dans

le cylindre est bien égal a la puissance Joule dissipée danydihdre. Le vecteur de Poynting
étant radial, cela revient a vérifier :

||ﬁ || x 2rRh = p; x 7R?h

2.2. Conducteur cylindrique dans un condensateur plan
Le titre ( non donné dans I'énonceé) correspond a une situgtioen principe n'a plus a étre
étudiée dans I'esprit des programmes actuels. L'exer@nostitue néanmoins une riche
application de I'électrostatique.

a)
r<R:E=0 etV=Cste
b)
V(r,0) = g(r) x cog0)
0= (1 ()3 e -0
g=rP > (PP -Hrr?=0-p=+1
g(r)zAxr+%
C)
£ = -2 — (-A+ B )cost)
Egz—%—v ( %)sin(@)

d) Loin du cylindre :

E: = Eoo Ty = Eocog0) et % ~ 0donc :A = -E,
r

e) Traversée d’'une surface chargée :
A_E)zs%tfnzs%ﬁr - pourr =R :
Ey =0- B=-AR? finalement A =-E,;B = E,R?
AE, = O Eo(1+ %) cog6) = 2E,cog6)

En conclusion, et (pourquoi pas) en variables réduitehdenp électrique Et le potentiel
sont nuls pour < R. A I'extérieur du cylindre(r > R;r* > 1)

Ef = (r—}z + 1) cog0); Ej = (r—}z - 1) sin()
V= ri* - f*) cog0); o = eoEo x CcOg0) avec:

e B LoV
B = £ =gV - ER

On vérifie bien que le potentiel est continu a la traverséladerface chargée et que la
charge totale du cylindre reste nulle.
1.2.3 Cylindre supraconducteur
Quoique les équations locales de la manétostatique setasieer différente de celles de
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I'électrostatique, la situation est finalement mathématiment la méme. Si'on admet la forme
de la solution pour le potentiel vecteur :

Ar :AB = O,Az: I’pXCOS(Q)

L’application successive de deux fois I'opérateur rotatiel en coord. cyl. donne :

Ro(A) =B =08 = + 2Lz — _rpLxsin)
By :_%Ar\z = —pxrPlxcog0);B,=0

R_o)t(_B)) = ﬂoT = 0 - composante z%[%(rBG) - a—%Br} =0
(p? - 1)rP2cogf) =0-» p==+1
Par superposition, il faut dans les expressions précéslesneplacer? parA' x r + B'/r
La relation de passage pour le champ magnétique s’écrit :
AB = ﬂoTs/\Un avecU, = U, enr =R

Juste a I'extérieur, toujours én= R ,on en déduit qu8, = 0 composante continue, soit :

B sind) _ 6., g - _AR2
(A/R+R)><—R ~0-B =-AR

Pour la composante selén I'analogie avec I'électrostatique est également coreplet
Explicitons-la directement :

Le champ magnétique a ne pas dépasser vaudra :

BC = ,uOZJS

1.3 puissance dans un cable coaxial

1. Equation de d Alembert dans le vide
Voir cours !

2 1 0%E . 1
A(E)- =55 =0;c=
( c? ot? J Ho€o

2. Dans le cable :
DIV(E) = 0 Eo() = K - x R
E(M,1) = E; x % cogwt — k2)U,

La suite est semblable aux calculs donnés dans le corrigégjeiu’sT IB 2003. Nous ne
détaillerons donc que les réponses aux questions un penal€s,.

B = Bo(r) cogwt — k) Ty

Ro(B) - 0B  0E __ B  _ (ot — k2) — — (ot —
RotE) = ot o ot KEo(r) sin(wt — k2) @B (r) sin(wt — k2)

Bo(r) = K Eo(r) = £l

Les conditions de passageers Ri, R; donnent les densités surfaciques de charge et de
courant :
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o1 = goE1coqwt — k2) ;02 = —soEl% coqwt — k2)

i — B1 —k2) i — BL R _ _
jst = 7, coqout—Kk2);jo = o R cojwt —kz) avecB; =

E
C

Vecteur de Poynting :

. =2 = 2
0. EAB _ EiB (%) x coL(wt — k2)

Ho Ho
(M) - 352+ (%)

Puissance moyenne "rayonnée” par 'onde (ou plutot tramépo.)
il faut intégrer entre les deux cylindres, en utilisd&= 2zrdr

R2
_ = _ 1 EiBi dr _ EiBipo R2
<P> = Im<H>dS— ETR:L X 27I'J‘ T = TRI X ﬂln(—l)

On peut introduire I'impédance du vide puisque :

EB; _E  E _ [Ep_ E
Ho Ho C Ho Zo

A.N.:

Zo = | £> = 377Q;(P) = 84mW

Quoique cela ne soit pas demandé peut calculer le courant transporté et la tension entre
les conducteurs

| = jo x 2Ry = % x 27R1 x cogwt — k2)

_ By _ B _E _
Im = 1o x 2Ry = 1oC x 2Ry = Z x 2rR1 = 83mMA

R R;
sz ZEdrzj- 2El X &cos(cot—kz)dr =E; xRy x In(&)cos(a)t—kz)
RL RL r R1

Vi = Eq x Ry x |n(&) _ 203V
Ry

on vérifie alors qué® = | x V soit, en moyenne temporelle :

Py = 1mVm Ve

2 Interférences et diffraction

2.1. Une ou plusieurs ouvertures rectangulaires

1. D’apreés le principe d’Huygens-Fresnel, I'amplitude qbexe totale observée sera la
somme des amplitudes complexes élémentaires associegsaulees élémentaires recouvrant
I'ouverture étudiée de la forme :

ds = dax exp(ip)

- Le module de I'amplitude est simplement proportionnekdélinent de surface
dS= dxdy—- da = Kdxdy

- L'argument est la phase de I'onde mesurée par rapport anigieearbitraire.

2. On nous propose tout naturellement de prendre I'origise@ée au point O. Le

déphasage entre une source O et une source M sur une ondéiséaqar le vectelt vaut (
par définition du vecteur d’onde) :
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Q= K - OM avecm(x, y,0)

Puisque I'on observe dans la directidfz, 3,y) on a simplement :

—

k = ZTEU = ZT”(a,lB,y) -
p = 2E (ax+ fy)

Finalement :

So = Id_SZ K” exp[i(zT”(ax+ﬁy)) ]dxdy

Conforme a I'expression proposée.
1.3 Considérons, pour simplifier le schéma®’, et I'on suppos&’/L < 1 (Conditions de
Gauss). Alor'/f' ~ a. De mémey'/f' ~ B ( Faire le schéma!). On a donc finalement :

+0/

+L/2 2
So = I ds=K I exinx]de exgiBy]dy = K
/2

-L/2

Or:
+L/2 . _ expiAL/2] —expiAL/2] | exdiAL/2] —expiAL/2] | sin(AL/2)
[/, exsliAX]dx = A =L 2 x AL2 =LA

On reconnait la fonction sinus cardinal :

sin(zu)

sinc(u) = =

de valeur maxi a l'origine : sia(0) = 1 et s’annulant ensuite pour toute les valeurs entiéres
deu
Avec
_Lx
u )
Finalement :

! /
So = K x (L0) x sinc(f—L,XT)sinc(%yT)

L’amplitude est proportionnelle a la surface de I'ouvestat au produit de deux sinus
cardinaux.
L'intensité est mesurée par le carré modulesgleSi on note | max Sa valeur maxi on a :

!

= e sing yaine(£)

Dans le cas d’'une fente allongée selon Ox et de ¥lus 0, on a plus simplement :

I = | max X sincz(%yw)

La largeur de la tache centrale correspond a l'intervalle :

/ !
_15%%§+1aAy’=2fT’1=4cm
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4. Diaphragme constitué de deux fentes allongées : fent¥sualeg. L'expression de
l'intensité est maintenant multipliée par la fonction dérférence a deux fentes d’expression :

2axsin@) _ 2ax y'

l2 = A Axf

1+ cog2np) _
— avecp =

L'interfrange, valeur de\y’ associée ap = 1 mesure

C_ Axf
| = >a 0,5cm

Soit x , I'ordre de diffraction, la courbe demandé dans &mmalle[-1..+ 1] est d’équation :

| — (Sin(nxx))Zx(1+COS(8x7rxx))

T XX 2

B aVA o
)% 2

Lesordres d'interférencesentiers observables ( franges brillantes) ,dans la taaheate de
diffraction, vont de -3& 3.

En abscisse, on a porté I'ordre de diffracti®gx :

-2

!

Ji ' ! R ! !
Pitf=T'tf=2a+9 pourf < 1 :sin0) =0 z?:—
Py = 5/%” _ QXAQ _ Pzitf

5.Les fentes sont maintenant plus écartées et tres finésaation négligée ( parce que tres
large !). L'intensité est donnée par :

1+ coq2nPi)
2

!

2bx 9 _ 2bxy _
A Axf i

| = avec Py = - Y

ou i représente l'interfrange : variation gleassociée aPi; = 1

a)Lame d air

On remplace le vide par de I'air sur une petite épaisseur.ritique on réalise plutbt
'inverse !!') La variation de chemin optique vaut alors :

A5=(n—1)e—>Ap=ATS—»AyzixApziT(n—l)ezf’(né—bl)e

La longueur d’onde n’intervient plus. On peut I'expliquénpsimplement :
Soitd' I'angle de déviation supposé petit , on a fondamentalement :

!

r_ 0 _ Y
0 =25=7%

En différentiant la derniére égalité, on trouve :
_ -t am-1e->mn-1) = 4
dy = o5 * ds = o5 % (0 le-> (n—1) = 2,94.10

b) Spectre cannelé
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Poury' = 1cmetf = 1lmona

_Y _001= b Ls-
0= 7 0,01 b 6 = 10um
Oré = p x A etles cannelures correspondent aux radiations "éteipsasihterférence
destructive cad p demi-entier. Les valeurs extrémes durgpsant

p(A = 0,8um) = 12,5;p(4 = 0,4um) = 25
On voit donc 13 cannelures pour les longueurs d’ondes :

10um

A= 12,5+

aveci =0,1,2,...12

L’examinateur espeére-t-il que le candidat trouve le tengfade les calculs au coeur d’'un
sujet aussi pléthorique ?

1.6 Systeme de trois fentegmini-réseay

Il faut sommer trois amplitudes complexes. Les modules égatix, les arguments sont en
progression arithmétique. En prenant I'origine au nivealediente centrale on a :

a(exp(—iAp) + 1+ exp(+iAp)) = a(l+ 2 x cogAp))
lo(1+2x cogA@))? avec classiquementtp = 2zp

St
|

I, étant l'intensité uniforme, d’'une fente unique.
On vérifie facilement ( développer le carré PUIS calculentayenne sung ) :

a0y =3,

Tragons cette intensité avec comme variable, I'ordre éfftence p :
Mo = (1+2xcog2x 7 xp))?

) -1 0 5_ 2

Nous voyons apparaitre la caractéristique générale dauéshl fentes : les maxima
principaux, correspondant a des ordres entiers sont dég{ficteuiN? en intensité) et
simultanément de largeur réduite (extension autour deiprerit-p/N.. + p/N]. Maxima
secondaires tres faibles.

Remarque:

Notons que dans le cas d’'une interférence a trois fentesa@moum secondaire peut étre
annulé en doublant la largeur de la fente centrale.Le cdkevikent :

St = a(exp(—iA@) + 2+ exp(+iAp)) = 2ax (1+ cogAp))
| = 4lo(1+ cogAp))? avecAp = 27p
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-0.5 0 %5 1

Graphe : 4x (1+cog2 * 7 * p))?

2.2 Ouverture précédée par un prisme de verre
Sujet a priori délicat que I'on peut néanmoins essayer deeptér simplement...
Nous avons vu que lorsque le plan de I'ouverture est un pland# ( onde plane d’incidence
normale), l'intensité diffractée dans la directién=y'/f est due & une différence de marche
"apres I'ouverture” d’expression :

52 =0xsin@') ~ f'—,y'

Le prisme introduit une différence de marche (différenceltamin optique) "avant
'ouverture”, d’expression :

§1=(N-1)x (&~ xY)

Attention au risque de confusiom”: représente la direction d’observation alors quest le
"petit” angle au sommet du prisme !

La différence de marche totale a prendre en compte dansdel ckd I'amplitude complexe
vaut alors :

8 =81+, = Cste+ [fi —(n- 1)9}y = Cste+ [0 — (n—1)0]y

En particulier le centre de la figure de diffractioch = 0) a simplement subi une rotation :
A0 = (n—1)0 = 0,025-ad

ce qui constitue la réponse a la derniére question (c)

La figure de diffraction n’est donc pas modifiée dans soreespnais simplement "tourné”
deAd’

d) D’un point de vue "optique géométrique”, on montre quedaidtion des rayons
lumineux par un prisme de petit angle est sensiblement amtignte de I'incidence et vaut
justement :

D= (n-1)0

(cf. montage du biprisme de Freshel

En conclusion, on peut retenir la regle générale :

La figure de diffraction causée par le passage dans un diaplgme est toujours centrée
sur I’image donnée par les regles dédptique géométrique
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3. Mouvement d 'une spire dans un champ B non

uniforme

1.a) Si B=0 ( champ B uniforme) pas de variation de flux, pas de phénerdénduction
b)

z(t)+a
®=I (Bo — bz) x adz
Z(t)

_ _do 2 dz
€= g ~ &byt

On a utilisé la regle de dérivation sous le signe intégrals salculer explicitement cette
intégrale !

Une autre maniere de se persuader du résultat est de ca@il&ide de la circulation du
champ électromoteur :

e=§§mo@=§(7e/\§) odl

La fem induite est positive et va induire un courant podiéla est conforme a la loi de Lenz

: le champ propre assocﬁ% sera lui-méme "positif”, plus exactement, créera un flusgue
positif, s’opposant a la diminution du flux inducteur daaghute {zZdt > 0)

2.

En projetant selon z avec= dzdt

dv
dt

e=Ri

=mg+F_.=mg-ixa’xb

On a admis "implicitement” que I'autoinduction était néglable(L = 0)
La résolution est ultra-classique, on obtient :

dv _ g @xb)°
ma = M9 RV
dv . v _ _ mR  _
gt T T —9gavecr (@ xb)? 24,4ms

=gx7=0,24ms?

3.

Cette fois le champ B varie a la fois dans I'espace ET au cautsrps.

A la nouvelle origine des temps, on a atteint la vitesse érfiitn notera t le temps avec la
nouvelle origine !')

La variation de flux au cours du temps est simplement la soaeseleux contributions, on
trouve :

°- (dt )Lorentz (dt )Neuman abdt+ba a“ x (bv+by)

L’équ du mvt devient :

mdt — ma- 20 (v )

4
+¥L =g+y avec;/:an;r_\a,1

dv
dt

On va donc trouver une nouvelle vitesse limite

=(g+y)xt=0,286ms
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Deux phases du mouvement :
1° 0<t < 10s: Passage "exponentiel” de= 0 av; = gx r = 0,24m.s™
2° 10s<t <t :Passage "exponentiel’ de = 0,24ms* a
V2 = (g+y)xt=0,286ms?
4.Oscillations amorties par les courants induits
On se retrouve dans la premiere situation avec en plus uce flarrappel de ressort.
L’équ diff s’écrit :

2 2
(@ x b) v

dv
m R

dt

On se retrouve avec une equ diff du second ordre en z et nonlplpemier ordre en v !

Si I'on choisit comme origine des z , I'état d’équilibre st@ie, on peut "oublier” la
pesanteur.

Normalisons cette équation:

d?z , 1 d7Z

=mg- kz

uZ 1 UL 2/: l: _
e + 7 dt+cooz Oavecz =z-27;
25/
O(Ijé +&%+w§z’=0

o

avec les notations consacrées :

03 = & = 10° > w, = 31,6rads™
(O]

%:aan,:wor:o,??

Le temps d’amortissementest inchangé. Le facteur de qualité est tres faible, néamsmnoi

commeQ, > 1/2 la solution est de type oscillatoire amortie.
¢ ) La résolution de I'’équ caractéristique donnent des escaomplexes conjuguées de la

forme :
_ __Wo i Y A | i
rip= 200 tiw, fl 102 5 tio

®=w,|l- 1l _ 24radst

4Q3
_ 2 _
T= 2L - 0,265

La solution est de la forme :
Z = (Acogwt) + Bsin(wt)) x exp(_ZLT)

Les constantes d’intégration A et B se calculent a I'aide@es
La constante A est immédiate :
A=7Z(0) =3cm

La constante B se déduit de :

(G),=0-8= 70

sin(24 x t)

;o 1 o __ty_ __t
Z = Ax [cos(cot) + ST sm(a)t)} x exp( 21) 3 x [005(24><t)+ 117 ] x exp( 0.0488)
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0 0.05 Wo.z

Le décrément logarithmique, est défini selon :

_ zt) \_ T _ rn _ =& 1 _
=D = 5 = B = e < ey 407

d) On remarque que le courant induit provoque un amortissedes oscillations. Référence
au freinage par courants de Foucault ( ralentisseur de cémio

FIN
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